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5 mini-jeux ont été développés, chaque règle étant présentée sur une carte.
Le Puits : Les cartes sont réparties entre tous les joueurs. La dernière est posée 
face visible au centre de la table. Au top, les joueurs piochent la première carte de 
leur paquet et doivent trouver le symbole commun entre leur carte et celle du 
centre. Dès qu'un joueur le trouve, il le nomme et place sa carte sur celle du 
milieu, puis il pioche une nouvelle carte. Le but du jeu est de se débarrasser de 
toutes ses cartes le plus vite possible.
La Tour infernale : les joueurs piochent tous une carte qu'ils posent devant eux 
face cachée. La pioche posée au centre des joueurs est retournée face visible. 
Au top, les joueurs retournent leur carte. Dès qu'un joueur trouve le symbole 
commun entre sa carte et celle du centre, il le nomme, pioche la carte du milieu et 
la place sur son paquet. Le but du jeu est d'avoir plus de cartes que les autres 
joueurs à la fin de la manche.
Le Cadeau empoisonné : même départ que pour la Tour 
infernale. Au top, les joueurs retournent leur carte. Dès qu'un 
joueur trouve le symbole commun entre la carte d'un autre joueur 
et celle du centre, il le nomme, pioche la carte et la place sur 
le paquet du joueur. Le but du jeu est d'avoir moins de 
cartes que les autres joueurs.
























Un peu de combinatoire
Question
Soient p, q , r des entiers. Peut-on trouver un ensemble S et
des sous-ensembles C1, . . . ,Cq de S tels que
◮ #S = p,
◮ S = C1 ∪ · · · ∪ Cq ,
◮ #Ci = r pour tout i ∈ {1, . . . , q},
◮ #(Ci ∩ Cj ) = 1 pour tous i , j tels que i 6= j .
Dans le vrai Dobble,
p = 57 symboles, q = 55 cartes, r = 8 symboles par carte.
Question subsidiaire
Si une solution existe, comment la construire ?
Un peu de combinatoire
Ide´e
◮ #(Ci ∩ Cj ) = 1 pour tous i , j tels que i 6= j .
Si les Ci e´taient des droites ?
Deux droites se´cantes se coupent en un point unique. . .
Deux cartes ont un unique symbole commun
carte −→ droite
symbole −→ point
Une carte a 8 symboles mais une droite a une infinite´ de points
arithme´tique finie et ge´ome´trie. . .
Un peu de combinatoire
Ide´e
◮ #(Ci ∩ Cj ) = 1 pour tous i , j tels que i 6= j .
Si les Ci e´taient des droites ?
Deux droites se´cantes se coupent en un point unique. . .
Deux cartes ont un unique symbole commun
carte −→ droite
symbole −→ point
Une carte a 8 symboles mais une droite a une infinite´ de points
arithme´tique finie et ge´ome´trie. . .
Un peu d’arithme´tique
Pair + Pair = Pair
Pair + Impair = Impair
Impair + Impair = Pair
Pair . Pair = Pair
Pair . Impair = Pair
Impair . Impair = Impair








Addition et multiplication dans Z3
+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1
Un peu d’arithme´tique
Addition et multiplication dans Z5
+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3
· 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1
The´ore`me
Soit p premier. Dans Zp , tout e´le´ment non nul a un inverse.
Un peu d’arithme´tique
Exercices :
3 + 4 = (mod 5)
3.4 = (mod 5)
3 + 3 = (mod 5)
3.3 = (mod 5)
2.? = 1 (mod 5)
3 + 4 = (mod 7)
3.5 = (mod 7)
3 + 3 = (mod 7)
4.4 = (mod 7)
2.? = 1 (mod 7)
Un peu d’arithme´tique
Dans Z5,
2.(3, 2) = (2.3, 2.2) = (1, 4)
Corollaire
Soit (r ,m) ∈ (Zp)
2 avec r 6= 0.
Il existe α ∈ Zp tel que α(r , s) = (αr , αs) = (1,m
′).
  
Géométrie plane classique, dans le plan euclidien
2 droites distinctes sont 
• sécantes (en un unique point d'intersection) ou, 
• strictement parallèles (direction commune).
Par 2 points distincts passe une et une seule droite.
Dans le plan projectif réel  P2(R), 
2 droites distinctes sont sécantes en un unique point d'intersection.
Par 2 points distincts, passe une et une seule droite.
Il existe un quadrangle n'ayant pas 3 points alignés.
  
D'une manière générale, un plan projectif est donné par
 
• un ensemble de points,
• un ensemble de droites,
• une relation d'incidence entre points et droites
et satisfaisant les propriétés :
• 2 droites distinctes sont sécantes en un unique point d'intersection,
• par 2 points distincts, passe une et une seule droite,
• il existe un quadrangle n'ayant pas 3 points alignés.
2 constructions du plan projectif réel P2(R)...





On étend le plan euclidien comme suit :
A chaque droite, on ajoute un point (à l'infini) associé à sa direction : 
➢ 2 droites parallèles ont le même point à l'infini,
➢ 2 droites sécantes ont des points à l'infini différents.




On étend le plan euclidien comme suit :
A chaque droite, on ajoute un point (à l'infini) associé à sa direction : 
➢ 2 droites parallèles ont le même point à l'infini,
➢ 2 droites sécantes ont des points à l'infini différents.
On ajoute une droite constituée des points à l'infini.
  
P2(R)
On étend le plan euclidien comme suit :
A chaque droite, on ajoute un point (à l'infini) associé à sa direction : 
➢ 2 droites parallèles ont le même point à l'infini,
➢ 2 droites sécantes ont des points à l'infini différents.
On ajoute une droite constituée des points à l'infini.
  
P2(R)
On étend le plan euclidien comme suit :
A chaque droite, on ajoute un point (à l'infini) associé à sa direction : 
➢ 2 droites parallèles ont le même point à l'infini,
➢ 2 droites sécantes ont des points à l'infini différents.
On ajoute une droite constituée des points à l'infini.
  
On se place dans R3 considéré comme espace vectoriel :
Les points sont les sous-espaces vectoriels de dimension 1.
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On se place dans R3 considéré comme espace vectoriel :
Les points sont les sous-espaces vectoriels de dimension 1.
Les droites sont les sous-espaces vectoriels de dimension 2.
Le plan vectoriel z=0
contenant des droites 
vectorielles
i.e.,
la droite à l'infini
formée des points à 
l'infini
P2(R)
Un peu de ge´ome´trie
Dans le plan affine R2, une droite est donne´e par
P + α−→v
P est un point (de R2), α ∈ R et −→v un vecteur non nul (de R2).
Si on dispose d’un repe`re
◮
−→
v est “vertical” : (0, 1) ou,
◮
−→
v a pour composantes (1,m), m ∈ R.








Un peu de ge´ome´trie
Dans le plan affine Z2p , une droite est donne´e par
P + α−→v
P est un point de Z2p , α ∈ Zp et
−→
v un vecteur non nul de Z2p .
Si on utilise un repe`re ‘canonique’
◮
−→
v est “vertical” : (0, 1) ou,
◮
−→
v a pour composantes (1,m), m ∈ Zp .




{(0, 1) + α(1, 2) | α ∈ Z5}
α = 0,
(0, 1) + 0.(1, 2) = (0, 1)










{(0, 1) + α(1, 2) | α ∈ Z5}
α = 1,
(0, 1) + 1.(1, 2) = (1, 3)










{(0, 1) + α(1, 2) | α ∈ Z5}
α = 2,
(0, 1) + 2.(1, 2) = (2, 0)










{(0, 1) + α(1, 2) | α ∈ Z5}
α = 3,
(0, 1) + 3.(1, 2) = (3, 2)










{(0, 1) + α(1, 2) | α ∈ Z5}
α = 4,
(0, 1) + 4.(1, 2) = (4, 4)











{(a, b) + α(1,m) | α ∈ Z5}
contient exactement 5 points (un par abscisse).
Un autre exemple, deux droites paralle`les
{(0, 2) + α(1, 4) | α ∈ Z5} et {(0, 4) + α(1, 4) | α ∈ Z5}






Combien y a-t-il de droites dans Z2
5
?
◮ 5 verticales {(i , α) | α ∈ Z5}, i = 0, . . . , 4
◮ 5 vecteurs directeurs (1,m) possibles, m = 0, . . . , 4,
5“origines” (0, j ) possibles, j = 0, . . . , 4, donc 25 droites
{(0, j ) + α(1,m) | α ∈ Z5}.
−→ 5 + 5× 5 = 30 droites (forme´es chacune de 5 points)
Tout comme en ge´ome´trie plane classique
2 droites distinctes sont
◮ se´cantes (en un unique point d’intersection) ou,
◮ strictement paralle`les (direction commune).
Par 2 points distincts, passe une et une seule droite.
Combien y a-t-il de droites dans Z2
5
?
◮ 5 verticales {(i , α) | α ∈ Z5}, i = 0, . . . , 4
◮ 5 vecteurs directeurs (1,m) possibles, m = 0, . . . , 4,
5“origines” (0, j ) possibles, j = 0, . . . , 4, donc 25 droites
{(0, j ) + α(1,m) | α ∈ Z5}.
−→ 5 + 5× 5 = 30 droites (forme´es chacune de 5 points)
Tout comme en ge´ome´trie plane classique
2 droites distinctes sont
◮ se´cantes (en un unique point d’intersection) ou,
◮ strictement paralle`les (direction commune).
Par 2 points distincts, passe une et une seule droite.
Exercice: intersection des droites
{(0, 2) + α(1, 4) | α ∈ Z5} et {(0, 1) + β(1, 2) | β ∈ Z5}
existe-t-il α, β ∈ Z5 tels que
{
0 + α = 0 + β




















Tous les re´sultats classiques d’alge`bre line´aire s’appliquent
car R et Z5 sont deux champs.
Tout comme nous avons construit le plan projectif P2(R),
on peut construire le plan projectif P2(Z5).
On ajoute, pour chaque droite, un point a` l’infini associe´ a` sa
direction.
But
−→ 2 droites distinctes auront exactement un point d’intersection.
Dans P2(Z5), une droite comme
{(0, 2) + α(1, 4) | α ∈ Z5}
est forme´e des 5 points “classiques”
(0, 2), (1, 1), (2, 0), (3, 4), (4, 3)
et d’un 6e point (ayant un statut autre) (1, 4)∞
exemple
Les droites paralle`les
{(0, 2) + α(1, 4) | α ∈ Z5} et {(0, 4) + α(1, 4) | α ∈ Z5}






Chaque droite est forme´e de 5 points
5 + 5× 5 = 30 droites
Dans P2(Z5)
Chaque droite est forme´e de 6 points (5 points + 1 point a` l’infini)
⊕ une droite des points a` l’infini forme´e des 6 points
(0, 1)∞, (1, 0)∞, (1, 1)∞, (1, 2)∞, (1, 3)∞, (1, 4)∞
5 + 5× 5 + 1 = 31 droites
P2(Z5) posse`de 5× 5 + 6 = 31 e´le´ments.
Dans P2(Z7)
Chaque droite est forme´e de 8 points (7 points + 1 point a` l’infini)
⊕ une droite des points a` l’infini (8 directions possibles)
(0, 1)∞, (1, 0)∞, (1, 1)∞, . . . , (1, 5)∞, (1, 6)∞
7 + 7× 7 + 1 = 57 droites
P2(Z5) posse`de 7× 7 + 8 = 57 e´le´ments.
Fin de l’histoire
Les 57 e´le´ments de P2(Z7) correspondent aux 57 symboles
(0, 1)∞, (1, 0)∞, (1, 1)∞, . . . , (1, 5)∞, (1, 6)∞
(0, 0), (0, 1), (0, 2), . . . , (0, 6), (1, 0), (1, 1), . . . , (1, 6)
...




Construction des 57 cartes :
La droite forme´e des points a` l’infini
{(0, 1)∞, (1, 0)∞, (1, 1)∞, . . . , (1, 5)∞, (1, 6)∞}
Les verticales {(0, 1)∞, (x , 0), (x , 1), . . . , (x , 6)}, x ∈ Z7
Les autres droites {(0, j ) + α(1,m) | α ∈ Z7}, j ,m ∈ Z7 :
{(1,m)∞, (0, j ), (1, j +m), (2, j + 2m), . . . , (6, j + 6m)}
Remarque
Dobble ne contient que 55 cartes. Deux cartes manquent !
Explication possible : l’imprimeur n’aurait autorise´ que 60 cartes
dont 5 cartes pour les re`gles des mini-jeux.
Fin de l’histoire
Chaque symbole appartient a` exactement 8 des 57 cartes.
◮ Le point (0, 1)∞ appartient aux 7 verticales
et a` la droite des points a` l’infini.
◮ Le point (1,m)∞ appartient aux 7 droites
{(0, j ) + α(1,m) | α ∈ Z7}, j ∈ Z7,
et a` la droite des points a` l’infini.
◮ Le point (x , y), x , y ∈ Z7, appartient a` une verticale
et pour chaque (1,m), m ∈ Z7, il existe un unique j tel que
(x , y)− x (1,m) = (0, j ).
(x , y) appartient donc a` la droite {(0, j ) + α(1,m) | α ∈ Z7}.
Sur le site images.math.cnrs
On a construit un plan projectif fini d’ordre 7, idem pour p ou pn
(p premier).
C’est une question difficile que de construire (s’il existe ?) un plan
d’ordre n.
The´ore`me Bruck–Ryser (1949)
Soit n ≡ 1, 2 (mod 4). S’il existe un plan projectif d’ordre n, alors
n est la somme de deux carre´s.
◮ C. W. H. Lam, The search for a finite projective plane of order
10, The American Mathematical Monthly 98 (1991), 305–318.
◮ R. Casse, Projective geometry: an introduction, Oxford Univ.
Press (2006).
◮ M. He´zard, D. He´zard, Jouons un peu.... a` DOBBLE !,
Quadrature 87 (2013).
